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In this paper, we characterize s lf-dual elements of a free distributive lattice 
with n generators by means of a median operation on this lattice. Hence, we 
obtain a constructive characterization f Sperner's families, for which H is 
equal to Tr H. We construct some infinite sequences of these families. These 
results generalize those of N. M. Rivi6re (J. Combinatorial Theory 5 (1968), 
229-234) and are related to many questions in Boolean algebra, combinatorics, 
and decision theory. 
1. INTRODUCTION 
Soit X un ensemble fini; nous appelons families de parties de X un 
ensemble 6O de parties de X. Nous appelons transversale de 6O, une partie 
T de X qui a une intersection on vide avec routes les parties appartenant  
~t 6O. Nous notons G(6O) l 'ensemble des transversales de 6O, Tr(6O) l 'ensemble 
des transversales minimales pour  l ' inclusion. Nous disons que 6O est 
autotransversale si 6 ~ ---- G(6O), et que 6O est ipsotransversale si 6O = Tr 6O. 
Ces deux sortes de families sont en bijection. Les familles autotrans- 
versales, ipsotransversales, ou plus #n6ra lement  comparables ~t G(6O) ou 
Tr 6 ~ apparaissent dans de multiples contextes: en th6orie des jeux, sous 
le nom de jeux simples propres et forts [19, 17] en topologie (filtres et 
ultrafiltres de [7]), en th6orie de la d6cision collective [9, 14], en th6orie des 
syst6mes [10], en combinatoire [15, 2, 8]. De plus ces families s'identifient 
~t des fonctions bool~ennes [11] ou ~ des 616ments du treillis distr ibutif  
libre. Dans [16], Rivi6re a donn6 des formules de r6currence pour les 
treillis distributifs libres ~t n g6n6rateurs D,~. Nous 6tendons es r6sultats 
en donnant  en particulier, une caract6risation r6currentielle intrins6que 
des 616ments ipsoduaux de Dn (les "points fixes" de Rivi6re), au moyen de 
l 'op6ration m6diane sur ce treillis. Comme on montre facilement que ces 
616ments ipsoduaux correspondent aux families ipsotransversales, on en 
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d6duit une caract6risation alg6brique de ces families, ainsi que des con- 
structions de suites infinies de telles families. La caract6risation obtenue 
est 6quivalente ~t celle obtenue dans [11] pour les fonctions bool6ennes 
isotones "impaires". Une autre th6orie alg6brique a 6t6 d6velopp6e par 
Shapley pour les jeux simples quelconques [17, 18]. Elle consiste h d6com- 
poser de fagon unique un jeu simple en m jeux simples "premiers" 
(ind6composables) d6finis sur m ensembles distincts; on utilise h cette fin 
un jeu simple "quotient" d6fini sur un ensemble ~t m 616ments, ce qui 
6quivaut ~t la donn6e d'une op6ration m-aire. Cette th6orie a 6t6 transpos6e 
en termes de fonctions bool6ennes i otones et en termes de families de 
Sperner ("clutters") par Billera [3, 4]. Pour les families ipsotransversales 
la th6orie de Shapley conduit h d6composer de faqon unique les families 
d'une certaine classe les autres 6rant premieres; par contre, la d6composi- 
tion au moyen de l'op6ration m6diane existe toujours mais n'est pas 
unique. 
Le paragraphe 2 de cet article concerne les pr61iminaires sur certaines 
families de parties d'un ensemble t sur les treillis distributifs. Le para- 
graphe 3 &udie le treillis distributif libre Dn ou le treillis distributif libre 
compl6t6 Dn* et en particulier ses repr6sentations en families de parties, 
ainsi que la dualit6 dans D,~. Au paragraphe 4 on donne des relations de 
r6currence dans les treillis D,*. Au paragraphe suivant on 6tablit le 
r6sultat fondamental: un 616ment de D,* est ipsodual si et seulement s'il 
est obtenu par application r6currentielle de l'op6ration m6diane aux 
g6n6rateurs du treillis; on en d6duit la caract6risation alg6brique des 
families ipsotransversales. Le dernier paragraphe utilise cette caract6risa- 
tion pour construire au moyen d'6quations r6currentielles des suites 
infinies de familles ipsotransversales. Les r6sultats dus ~t d'autres auteurs 
sont g6n6ralement rappel6s ans d6monstration; pour ces d6monstrations 
on pourra consulter [6, 16, 14]. 
2. NOTATIONS ET PRI~LIMINAIRES 
Nous notons Xn un ensemble h n 616ments, 2x- l'ensemble des parties 
de Xn, ~ la partie vide, ~ la partie compl6mentaire d A dans Xn. On 
appelle simplexe d'ordre n, l'ensemble 2 xn ordonn6 par la relation 
d'inclusion __C. 
On appelle famille de parties de Xn un ensemble 60 de parties de X~. La 
famille 60 est dite finissante si E ~ 60, E '  D_ E impliquent E'  ~ 60. La famille 
60 est dire commengante si E ~ 60, E' C E impliquent E' ~ 60. La famille 60 
est dite de Sperner (ou libre ou une antichaine), s'il n'existe pas deux 
parties E et E' e 6 ~ avec E C E'. On note o~(Tn -- Sen) l'ensemble des 
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families finissantes (commenqantes--de Sperner) d6finies sur l'ensemble 
Xn. I1 existe des bijections 6videntes entre o~,  (fin, et ~en. En particulier, 
on note min(o~) l'application qui /t la famille finissante ~ associe la 
famille de Sperner compos6e des parties minimales de f pour l'inclusion 
ensembliste. D'autre part, il est clair que o~,, est un treillis distributif pour 
les op6rations d'intersection et d'union ensemblistes de families; le plus 
petit 616ment de treillis est la famille vide not6e q), le plus grand 616ment 
la famille 2 x-. La bijection min(o~-) induit une structure de treillis distribu- 
tif sur SF, ; l'ordre ~< sur ~,~ 6tant d6fini par, si ~qo e ~e,, L~  ~ L~~ : 
.La ~< s si et seulement si pour tout E e s il existe E'E ~e' tel que 
E'C_E. 
Par d6finition le treillis Le n est isomorphe au treillis ~ .  On appelle 
fonction bool6enne une application de 2 x- dans l'ensemble {0 < 1};fest 
dite isotone (antitone) si A _C B implique f(A) <~f(B)[f(A) >~f(B)]. I1 
existe un isomorphisme 6vident entre le treillis des families finissantes ~-n 
et le treillis (pour l'ordre ~< entre fonctions) des fonctions bool6ennes 
isotones; de m~me pour cg,~ et les fonctions antitones. 
Soit do une famille quelconque sur X , .  On appelle transversale de o ~ une 
partie T_C X,~ telle que pour tout E e ~, T n E :~ ~. On note G(do) la 
famille des transversales de o ~, et Tr(g) = rain G(g) la famille des trans- 
versales minimales pour l'inclusion. G(g) est une famille finissante, 
Tr g une famille de Sperner. On appelle famille autotransversale une 
famille g telle que ~ = G(g); on appelle famille ipsotransversale une 
famiUe L,e telle que Se-----Tr ~;  ces deux ensembles de familles sont 
clairement en bijection. On note D(d) la famille d6finie par: A e D(o ~) si 
et seulement si ,4 ~ ~. On montre facilement qu'une famille o ~ est finissante 
si et seulement siD(g) = G(g), ou si ~ = G2(do). I1 en r&ulte que l'applica- 
tion G est un antiisomorphisme sur le treillis ~ des families finissantes, et 
que o ~ est autotransversale si et seulement si ~ est finissante et v6rifie 
do = D(g). De m6me 5e est de Sperner si et seulement si ~e _-- Tr 2 ~.  
Remarque. Si ~t la famille ~, on associe l'hypergraphe H ---- (X, d ~ les 
d6finitions pr6c6dentes s'6tendent aux hypergraphes. On trouvera dans [14] 
plusieurs caract6risations des hypergraphes autotransversaux ou ipso- 
transversaux utilisant le language t les concepts de la th6orie des hyper- 
graphes [2]. (Voir aussi [21]). 
Soit Dun treillis fini dont on note u l'616ment universal, o l'616ment nul 
[1, 6]. Si A _C D, on note vA(^A) le supremum (l'infimum) des ~16ments de 
A. Un 616ment x de A est sup-irr6ductible s ix  = y v z implique x = you  
x = z; on note S l'ensemble des 616ments sup-irr6ductibles non nuls de D. 
On d6finit de m6me l'ensemble 1 des 616ments inf-irr6ductibles, non 
universels de D. Dans cet article les treillis D consid~r6s sont distributifs 
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et finis. On a alors des r6sultats classiques: les ensembles ordonn6s Set  I 
sont isomorphes; tout 616ment de D s'obtient de fagon minimale unique 
comme supremum d'616ments de S, ou comme infimum d'616ment de 
I (en particulier u = A ~ et o = V ~); l'application de D dans les entiers 
d6finie par r (x )= nombre d'616ments up-irr6ductibles, non nuls, 
inf6rieurs ou 6gaux ~t x, est une fonction de rang; en particulier le rang de 
D, c'est-~-dire l rang de son 616ment universel est 6gal h IS [ .  (Pour un 
expos6 d6taill6 de ce type de r6sultats cf. [14].) 
Une application J entre deux treillis D et D' est un antiisomorphisme si 
fes t  bijective et v6rifie f (x  v y) ~ f (x) ^  f (y ) ,  f (x ^  y) = f (x) v f (y) .  Si 
D = D' on dit quefes t  un antiautomorphisme. Si D est muni d'un anti~ 
automorphisme involutif ( f2 (x )~ x, pour tout x), on dit que D est 
autodual; les points fixes de f ( f (x )  = x), seront appel6s 616ments ipso- 
duaux de D. 
3. STRUCTURE ET REPRI~SENTATIONS DU TREILLIS DISTRIBUTIF LIBRE 
3.1. D~finition et propri~tds dldmentaires 
Un treillis distributif D,~ est libre, ~t n g6n6rateurs, 'il admet une partie 
g6n6ratrice Xn de cardinal net  si, 6tant donn6 un treillis distributif quel- 
conque D, toute application de Xn dans D peut ~tre prolong6e en un 
morphisme de Dn dans D. 
On pose Xn = {al,..., a~,..., am}; Sn = {x ~ Dn, x = ]~ A, A C Xn ; 
A :/: ~}; In ={x~Dn,  x= VA, ACXn,  A r ~}; Zn-~{ACX, ,  
A v~ ~}. ~n est le simplexe 2 x- "tronquC' de ses parties ~ et X,,. De la 
d6finition de Dn on d6duit facilement les propri6t6s uivantes: 
Propridtd 1. Xn est une pattie g6n6ratrice minimale de Dn 9 
Propridtd 2. Sn est l'ensemble des sup-irr6ductibles, non nuls, de D,  ; 
In est l'ensemble des 616ments inf-irr6ductibles, non universels, de Dn 9 
Propridtd 3. Sn est isomorphe au simplexe tronqu6 ~n,  l'image de 
x = A A 6tant la pattie A. In est isomorphe au simplexe tronqu6 Z , ,  
l'image de x ---- V A 6tant la partie A. 
Propridtd 4. Le rang de Dnest 2 n -- 2. 
Propridtd 5. Soient x ---- VA un sup-irr6ductible de D~, y =/~ Bun 
inf-irr6ductible de Dn 9 On a x ~ y si et seulement si A n B v~ ~. 
Propridtd 6. L'ensemble Sn des sup-irr6ducfibles, non nuls, de Dnest  
isomorphe h l'ensemble I,~ des inf-irr6ductibles, non universels de D,, par 
l'application fi(A A) ---- V 4. 
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3.2. Repr&entations 
On appelle treillis distributif libre compl&6 un treillis distributif libre 
auquel on a adjoint deux 616ments: un 616ment not6 o', inf6rieur ~t ousles 
616merits de D,  ; un 616ment not6 u', sup6rieur ~t tousles 616ments de D , .  
On note Dn* le treiUis distributif libre compl6t6 de D,~. On remarque que 
dans D,*,  l'ensemble des sup-irr6ductibles, diff6rents de o' est isomorphe 
au simplexe 2x- ; on a d'autre part A ~ = u' et V ~ = o'. 
THI~OR~ME 1 (Birkhoff [5]). Le treillis distributif libre compldtd Dn* 
est isomorphe au treillis o~ ndes familles finissantes ddfinies ur l' ensemble Xn 
de ses gdn~rateurs. 
Pr6cisons l'isomorphisme 6nonc6 dans ce th6or6me; nous le notons S. 
On a S(x) =- (A C_ X~ : A A <~ x}. 
Ainsi S(x) correspond bijectivement ~t l'ensemble des sup-irr6ductibles 
de Dn*, diff&ents de o' et inf6rieurs ou 6gaux ~ x; par exemple S(o') = qb 
et S(u') = 2 x-. 
De mani6re g6n6rale on a x = VA~s(x)(A A) ce qu'on notera x = V S(x). 
Le r6sultat pr6c6dent utilise la repr6sentation en sup-irr6ductibles des 
616ments de D,*. Si on utilise la repr6sentation e  inf-irr6ductibles on a le 
r6sultat suivant: 
THI~OR~ME 1'. Le treillis distributif libre compldtd Dn* est antiiso- 
morphe au treillis ~'~ des families finissantes ddfinies sur l'ensemble X~ de 
ses gdndrateurs. 
Notons I cet  antiisomorphisme. On a I(x) = {B C_ Xn : V B >/x}. Donc: 
x = A~(~) (V B) ce qu'on notera x = A I(x); en particulier o' = A 2x" et 
u'= A~. 
Compte tenu des correspondances bijectives existant entre families 
finissantes, families commenqantes, families de Sperner, fonctions 
bool6ennes isotones ou antitones, on obtient imm6diatement d'autres 
th~or~mes de repr&entation de Dn 9 Par exemple, on a le r6sultat suivant. 
COROLLAIRE l. Le treillis distributif libre compldtd Dn* est isomorphe 
et antiisomorphe au treillis ~ des families de Sperner ddfinies ur l' ensemble 
de ses gdndrateurs. 
De fagon pr6cise l'isomorphisme entre Dn* et s162 est d6fini par: 
LS(x) = min[S(x)] = {A _C Xn : A A ~< x et A minimal}, 
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l'antiisomorphisme par 
Ll(x) = min[I(x)] ---- {A _C X~ : V A ~ x et A minimal}. 
LS(x) correspond ~t l'ensemble des sup-irr6ductibles inf6rieurs ou 6gaux 
~t x et maximaux, Ll(x) ~t l'ensemble des inf-irr6ductibles sup6rieurs ou 
6gaux ~t x et minimaux. La figure 1 repr6sente l s treillis distributifs libres 
compl6t6s D2* et D3*; les ensembles de g6n6rateurs sont X2 ---- {a, b} et 
)(3 = {a, b, c}; chaque 616ment (diff6rent de o' et u') est repr6sent6 par les 
sup-irr6ductibles maximaux qu'il contient correspondant ~t la famille 
libre LS(x) de La .  La notation (a, bc) peut se lire indiff6remment a 
V (b ^  c), {a, b A C} OU {{a), {b, c}}. o' correspond ~t la famille de Sperner 
~b, u' ~t la famille de Sperner {~}. Enfin, signalons la propri6t6 suivante: 
~ ,b )  (a ,b )  (a ,bc )  
(a )V(b)  [a) 
(ab,ac) ) 
{ab) 
C71) 
\ 
\ 
/ 
\ 
\ 
FIGURE 1 
[a,b,c) 
~ ~ ~  (b, ac) 
(b) 
~ ~ [ab ,bc)  (ac,bc} 
4_ ~ (ac) 
"~ (be) 
/(abc) 
Propridtd 7. Dans Dn*, le rang d'un 616ment x est r*(x) ----- [ S(x)[ ; son 
corang est r'*(x) = I I(x)l ; I S(x)t + I I(x)l ---- 2 n. 
3.3. Dualitd dans Dn* 
Les th6or6mes 1 et 1' montrent que le treillis Dn* admet un antiiso- 
morphisme. De fagon pr6cise on a le  r6sultat suivant: 
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Propridtd8. Le treillis distributif compl6t6 Dn* est autodual par 
l'application g d6finie de la mani6re suivant: 
si x : V S(x) ~ Dn , g(x) : A S(x). 
Ainsi l'image g(x) de x s'obtient en 6changeant dans l'expression de x, les 
op6rations Vet  A ; par exemple g(o') ~- u' et g(u') = o'. 
Propridtd 9. Soit x un 616ment de D~* et x : V S(x) :  A I(x), les 
repr6sentations dex en sup-irr6ductibles tinf-irr6ductibles. On a: 
Z(x) = C[S(x) ]  = DIS(x)]. 
Autrement dit la famille finissante I(x) est la grille--famille des trans- 
versales--de S(x). On en d4duit pour les familles de Sperner correspondan- 
tes, la relation LS(x) = Tr[L1(x)]. 
Propridtd 10. Pour tout x 616ment de D~*, on a: 
g(x) = S -~ GS(x). 
Donc dans l'isomorphisme entre le treillis distributif compl6t6 Dn* et le 
treillis des families finissantes ~ l'antiautomorphisme g correspond ~t 
l'antiautomorphisme G. Sur le treillis des families de Sperner ces anti- 
automorphismes correspondent ~ l'antiautomorphisme Tr. 
Nous dirons qu'un 616ment x de D,* est infradual si et seulement si 
x ~ g(x); nous d6finissons de m~me les 616ments x supraduaux: x ~ g(x), 
et les 616ments x ipsoduaux: x = g(x). 
Propidtd 11. Un 616ment x de Dn* est: 
infradual si et seulement si S(x) C I(x) ou LS(x) <~ Tr Lt(x), 
supradual si et seulement si S(x) ~_ l(x) ou LS(x) >~ Tr L~(x), 
ipsodual si et seulement si S(x) ~ I(x) ou LS(x) = Tr Lt(x). 
Ainsi les 616ments ipsoduaux de Dn* (ou de D,) correspondent aux 
familles finissantes autotransversales t aux families de Sperner ipso- 
transversales d6finies sur X,~. Si x est ipsotransversal on a LS(x) = L~(x) 
qu'on notera simplement L(x). 
4. RI~CURRENCES ENTRE LES TREILLIS D n 
On d6finit 2n 6pimorphismes P~, qi (i = 1 ..... n), de D,~* sur D*n_l en 
prolongeant les 2n applications uivantes de Xn dans D*_I : 
pour tout j # i, pi(aj) = aj , p~(a~) = o', 
pour tout j # i, q~(a~) = aj , qi(a~) = u', 
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en particul ier on pose pi(o') = qi(o') = o' et pi(u') = qi(u') -~ u'. On note 
pi(x) et qi(x) les images de x par  Pi et qi 9 
Propridtd 1. ai ^ qi(x) = ai ^ x, ai v pi(x) ~- ai v x. 
Propridtd 2. 
x = [ai ^ qi(x)] v pi(x) = [a iv  pi(x)] h qi(x), 
avec qi(x) >/pi(x)  et 
rn*(x) ---- r*~_l[pi(x)] + r*l[qi(x)].  
Propridtd 3. 
x = [ai h aj ^ qjqi(x)] v [at h psqi(x)] V [a s h qspi(x)] V [Pspi(x)], 
avec q~qi(x) >~ qsPi(X) v Psqi(x) >~ qsPi(X) ^  psqi(x) >~ pspi(x), et 
rn (x) = r*_~[qsqi(x)] + r*_~[psq~(x)] + r*2[qsp~(x)] + rL2[P~pi(x)]. 
Propridtd 4. Soient x, y E D~*; on a: 
x /> y si et seulement s i i l  existe i, avec p~(x) >/p~(y)  et qi(x) >~ qi(Y), 
x = y si et seulement s i i l  existe i, avec p~(x) ~- P i (Y)  et q~(x) = qi(Y). 
On remarque qu'on peut remplacer dans l'6nonc6 de cette derni6re 
propri6t6, "i l existe i"  par  "pour  tout i". 
PROPOSITION 1. Un dldment x de D~* admet, pour tout i ~ {1 .... , n}, une 
ddcomposition unique de la fo rme 
x = (a~ ^  zi) v t i ,  
avee ai E X .  , zi ~ D*_I , ti ~ D*_I , ti ~ zi , et 
r .* (x)  * * t = rn-l(Zi) + rn- l ( i ) .  
COROLLAIRE 1. Le treillis distributif libre eompldtd D .*  est isomorphe 
au treillis des fonetions isotones de Do* = {o' < u'} clans D._I* 9 
PROPOSITION 2. Un dldment x de D .*  admet pour tout i et tout 
j ~ {1 ..... n} une ddeomposition unique de la forme 
x = (ai ^ as ^  z~3 v (a~ ^  vs3 v (aj ^ Ys3 v tsi, 
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* ~ Vg i V ^ avec a~ , a~ ~ X~ , z~i , Igji , y~ , t~i ~ Dn-g , zli YJi ~ v~i y~i ~ tj~ , 
et 
r , * (x )  r*2(z~i) + -}- ,-~(YJi) + r.*~(v~i) r* * = r,_2(tji). 
COROLLAIRE 2. Le  treillis distr ibutif  fibre compldtd D ,*  est isomorphe 
au treillis des fonct ions isotones de Dz dans D*_2 . 
Les r6currences pr6c6dentes portent sur tousles 616ments de D~*; nous 
allons maintenant 6tudier ces r6currences pour des 616ments particuliers, 
infraduaux, supraduaux ou ipsoduaux de D~*. 
LEMME 1. Soit g l' antiautomorphisme ddfini sur D,** par g(x)  = g[V  S(x)] 
---- A S(x).  On a, pour tout i, gpi(x) = qig(x), gqi(x) ---- p ig(x).  
PROPOSITION 3. Un dldment y de D~* est supradual si et seulement si 
y = (ai ^ zi) v t i ,  
avec a~ ~ Yn , z~ ~ Dn_l , ti E D,_ I  , et g(zi) <~ h ~ z~ . 
COROLLAIRE 3. Les  dldments supraduaux de Dn* correspondent 
bi ject ivement aux couples (z, t) d'dldments de D* n - l ,  avec z supradual et 
g(z) ~ t ~ z. 
PROPOSITION 4. Un dldment x de Dn* est ipsodual si et seulement si 
x = (ai ^ zi) v t~, 
* ~ D'n_2, et ~ zi avee ai ~ Xn , zi ~ Dn_l , ti g(zi) ---- ti . 
COROLLAIRE 4. Les dldments ipsoduaux de Dn* correspondent bijective- 
ment aux dldments upraduaux de D*_I ainsi qu'aux couples (z, t) d'~ldments 
de * D~_ 1 avee z supradual et g(z) ~ t ~ z. 
PROPOSITION 5. Un dldment y de D,~* est supradual si et seulement si 
h 
Y = Vi=l x~, avec h ~ n, et pour tout i, x i  = g(xi)  ~ D,~*. 
Ddmonstration. Soit y supradual; d'apr6s la proposition 3, pour tout i, 
y = (a~ A Zi) v ti , avec g(zi) ~ ti <~ z i .  Posons Xi = (ai A Zi) v g(z  3 
d'aprSs la proposition 4, x~ est ipsodual. Posons y' = V~ x~ et montrons 
l'6galit6 de yet  de y'. Pour tout i, on a 
xi  = (ai ^ zi) v g(zi) <~ (ai ^ zi) v ti = y, 
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donc y'  ~< y. Consid6rons l'expression de y comme supremum de sup- 
irr6ductibles, y = V S(y); soit A ~S(y) ;  /~ A ~< y ~< z~ = q~(y); d'autre 
part, pour tout ai de A, on a A A ~< ai ;donc A A ~< (ai ^  z3 ~< (ai ^  z3 
n 
vg(z i )=x i~VlX~=y' .  Donc pour tout A de S (y ) , /~A~<y'  et 
Y = V (A A) ~ y'. Donc y ~ y', c.q.f.d. 
R6ciproquement si y = V~-~ xi ,  avec pour tout i, x~ = g(x~), g (y )  = 
h /~ -- 
AI g(x3 = A~ x~ <~ y. 
PROPOSITION 6. Un dldment x de Dn* est ipsodual si et seulement si, 
x= Vj~=l(aihxj) v(AnlXj),  avec h ~n-  1, a i~X~,  et pour tout j, 
Xj = g(xj) ~ an_ 1 . 
Ddmonstration. S ix  est un 616ment ipsodual de D,~*, on a d'apr6s la 
proposition 4, x = (ai ^  zi) v g(z3, avec zi 616ment supradual de Dn_ 1 .  . 
D'apr6s la proposition 5, on a z~ = V~ x~, avec h ~ n -- 1 et pour tout j, 
. xj 616ment ipsodual de D~_ 1 .Donc  
j=l  
R6ciproquement, si x est de cette forme, 
Remarque. Des r6sultats 6quivalents aux propositions 1~t 6 se trouvent 
dans [11] off ils sont exprim6s dans le langage des fonctions bool6ennes 
isotones (les 616ments ipsoduaux, infraduaux, supraduaux de D,~* cor- 
respondent aux fonctions bool6ennes croissantes impaires, sous-impaires 
et sur-impaires de [11]). 
5. OPI~RATION MEDIANE ET CARACTI~RISATION DES ELI~MENTS IPSODUAUX 
DE D n 
Dans un treillis distributif on peut d6finir une op6ration ternaire qui 
trois 616ments associe leur m6diane: 
m(x, y, z) = (x A y) v ( y ^ z) V (Z A X) = (x v y) A ( y v z) ^ (Z V X). 
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I1 est bien connu [6, 1] que cette op6ration v6rifie les propri6t6s uivantes: 
(1) re(x, y, z) ~ m[a(x), a(y) ,  cr(z)] pour toute permutation a des 
trois 616ments x, y, z. 
(2) rn(x, y, x) ~- x. 
(3) m[m(x, y, z), s, t] = m[m(x, s, t), y, m(z, s, t)]. 
(4) re(o, x, u) = x. 
(5) m(x, o, y) = x ^ y; m(x, u, y) = x v y. 
Inversement si une op6ration ternaire v6rifiant les propri6t6s 1, 2, 3, 4 est 
d6finie dans un ensemble E, on peut d6finir sur E deux op6rations binaires 
x ^ y = m(x, o, y) et x v y = m(x, u, y); on v6rifie que E est alors un 
treillis distributif dont la m6diane coincide avec l'op6ration ternaire. 
Ragle 1. 
R6gle 2. 
R6gle 3. 
r6gles 1 et 2. 
DI~FINITION. Dans le treillis distributif libre Dn, on d6finit un ensemble 
Mn d'616ments dits m6dians, de la mani6re r6currente suivante: 
pour tout a~ e Xn, a~ ~ M, ,  
x ~ Mn,  y ~ M, ,  z e M,~ implique re(x, y, z) ~ M, ,  
les seuls 616ments de Mn sont ceux construits/t partir des 
Autrement dit, Mn est isomorphe /t 'Tensemble m6dian libre /t n 
g6n6rateurs", l'op6ration ternaire consid6r6e 6tant celle de m6diane avec 
les propri6t6s (1), (2), et (3). A un 616ment m6dian x de Dn, on associe un 
entier p(x), appel6 son poids qui est le nombre minimum d'op6rations 
m6dianes utilis6es pour obtenir x/ t  partir des g6n6rateurs; par exemple, le 
poids d'un g6n6rateur est nul. 
LEMME 1. Soit x dldment mddian de poids k; il existe y, z, t dldments 
mddians avec x = re(y, z, t) et p(y) ,  p(z) et p(t) strictement infdrieurs d k. 
En effet si pour toute expression de x de la forme x = m( y, z, t) on avait 
p(y)  ou p(z) ou p(t) >~ k, on aurait p(x) >~ k § 1. 
LEMME 2. Soient x, y, z trois dldments infraduaux (supraduaux-ipso- 
duaux) de Dn ; m(x, y, z) est infradual (supradual-ipsodual). 
Soient x, y, z, avec x <~ g(x), y <~ g(y) ,  z ~ g(z); g[m(x, y, z)] = 
g[(x v y) ^ (y  v z) ^ (z v x)] = [g(x) A g(y)] V [g (y)  ^  g(z)] V [g(z) A 
g(x)] = m( gx, gy, gz) ~ re(x, y, z). 
On remarque aussi que s ix  est un 616ment ipsodual, y un 616ment 
quelconque de D,~ , mix, y, g(y)] = m[ gx, g2y, gy] = g[m(x, gy, y)] est 
ipsodual. 
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THI~OP~ME 2. Un ~l~ment du treillis distributif libre D~ est ipsodual si et 
seulement si il est mddian. 
Ddmonstration. Nous notons K,~ l 'ensemble des 616ments ipsoduaux de 
Dn.  Montrons d 'abord Mn _C K,~. 
Soit x un 616ment m6dian et p(x) son poids; nous raisonnons par 
r6currence sur p(x). Si p(x) = O, x est un #n6rateur  de D,~ donc x est 
ipsodual. Supposons x ipsodual d6s que p(x) < k. Soit x un 616ment de 
poids k; d'apr6s le lemme 1, x = m( y, z, t), avec p(y) ,  p(z), et p(t) inf6- 
rieurs strictement h k, donc y, z, t sont ipsoduaux et d'apr6s le lemme 2, x 
est ipsodual, c.q.f.d. 
Montrons maintenant Kn _C M,~. 
Nous faisons d 'abord une r6currence sur n; la propri6t6 est vraie pour 
n----1, puisque /s = {al} = M 1 . Supposons la propri6t6 vraie pour 
n - -  1, et soit x 616ment de K ,  ; d'apr6s la proposit ion 6, 
x= V(a ,^x~)v  x~. , 
j= l  1 
avec pour tout j, xj 616ment de K,~_x, donc de Mn_~, donc de Mn.  Faisons 
maintenant une rfcurrence sur h; pour  h ---- 1, on a x = xl donc x ~ M~. 
Supposons la propri6t6 vraie pour h --  1; posons 
cx' ) t=  V(a i^x j )  v xj ; donc t~M,~.  
1 x 1 
D'autre part, 
m(t, a~ , xh) = (t h a,) v (t ^ x~) v (a, ^ xn) 
v v 
v xj v [a iaxn]= (a i^xs  v x~ =x.  
Or t, a~, et x~ sont 616ments de M,~ ; doric x est 616merit de M,, ,  c.q.f.d. 
Remarque. Le r6sultat du th6or6me I a 6t6 6nonc6 pour la premi6re 
fois, sans d6monstration, dans [12]; l'essentiel de la d6monstration se 
trouve dans [13]. 
Nous donnons ci-dessous deux transpositions du th6or6me 2 pour les 
families finissantes ou de Sperner. Donnons d 'abord une d6finition. 
582a[1912-4 
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Soient ~et  fr deux families de parties; on appelle produit des families ~et  
et on note ~ • ~, la famille dont les parties ont les unions des parties de 
~o et de f#: ~ • f# : {A u B, A ~ 8, B ~ f#}. On remarque que si ~et  fr 
sont deux families finissantes d6finies sur l'ensemble X, ~ • ~ : ~ nf r  
Soit ~,~ le treillis des families finissantes ur X, et ~, ~, ~ ~ ~-, .  La 
m6diane de ces trois families finissantes est la famille finissante: 
M(g, (r J/g) = (~ n ~) u (~ n ~)  u (~ c~ ~) 
= (g u fr n (fr u a~) n (~ u ~). (1) 
Si m est l'application m6diane dans le treillis distributif libre Dn* et S 
l'isomorphisme ntre D,~* et ~-n, on v6rifie facilement la relation 
M = SmS-L D'autre part on appelle filtre atomique une famille finissante 
de parties de Xn compos6e de toutes les parties contenant un 616ment 
particulier a~ de Xn : g~ ---- {E _C X : a~ ~ E}; dans l'isomorphisme S entre 
Dn* et ~-n, on a S(a~) = g%. On obtient alors en utilisant le th6or6me 2 le 
COROLLAIRE 1. Les families finissantes autotransversales de l'ensemble 
Xn = {al ,..., ae ,..., an} sont les familles obtenues par r~eurrence d partir 
de l' op&ation m~diane (1) sur les n filtres atomiques ~ de Xn 9 
Soit maintenant s n le treiUis des families de Sperner sur Xn et ~, fr 
~ s On d6finit la m6diane M(g, ~, ~)  de ces trois familles comme 
la famille de Sperner associ6e h la m6diane des trois families finissantes 
associ6es ~t ~, fr ~ (dans l'isomorphisme entre o~ net  s176 On v6rifie 
facilement la relation suivante: 
M(#, f~, ~)  = min[(# x ~) L) (f# x ~)  L) (~  x #)1. (1') 
D'autre part on appelle famille de Sperner atomique une famille de 
Sperner compos6e d'une partie hun  seul 616ment: La, = {{a,)}. On obtient 
alors le 
COROLLAIRE 2. Les families ipsotransversales de X~ = {al ..... a~ ..... an} 
sont les familles obtenues par rdcurrence 3partir de l' op~ration mddiane (1') 
sur les n families de Sperner atomiques ~ de Xn . 
6. CONSTRUCTION D'ELEMENTS IPSODUAUX 
Le th6or6me de caract6risation prdc6dent permet en principe de 
construire tous les 616ments ipsoduaux de Dn 9 On s'int6resse ici aux types 
d'616ments ipsoduaux, deux 616ments x et y 6tant de m~me type s'il existe 
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une permutation des g6n6rateurs transformant x en y. D'autre part on ne 
consid6rera que les 616ments ipsoduaux "pleins" en ce sens que l'expression 
de x fait intervenir tousles g6n6rateurs de Dn (un 616ment non plein de Dn 
correspond ~un 616ment plein de D~, p < n). On peut d'abord rechercher 
tousles types d'616ments ipsoduaux pleins de Dn. Pour n ~ 5, l'it6ration 
de l'op6ration m6diane donne tr6s facilement les sept types possibles. Pour 
n = 6, on obtient moins facilement les vingt-trois types possibles. La liste 
d6taill6e de ces types se trouve dans [14]; cette liste avait 6t6 pr6c6demment 
obtenue pour n ~ 5 par Von Neumann [19], pour n ---- 6 par Gurk et 
Isbell ~t une erreur pr6s (la liste de [20] contient deux 616ments i omorphes). 
Pour n > 6 les calculs deviennent tr6s lourds et il n'est pas possible de les 
conclure manuellement. Par contre il est facile d'obtenir des suites infinies 
d'616ments ipsoduaux en utilisant des 6quations r6currentielles. Nous 
allons donner des exemples ci-dessous. Pour d6crire un 616ment ipsodual 
de D~ il est pr6f6rable d'6crire la famille de Sperner ipsotransversale 
correspondante d ~r ; h cette famille on peut associer certains param6tres 
cardinaux, classiques dans la th6orie des plans en blocs, tels que les 
cardinaux des parties de la famille ou les nombres r~ de parties de la famille 
contenant l'616ment i. Enfin il est int6ressant de pr6ciser si l'616ment 
ipsodual est "pond6r6" au sens d6fini ci-dessous pour la famille correspon- 
dante par Von Neumann [19]. Soit ~o une famille de Sperner ddfinie sur 
X,~ = {1 .... , i,..., n}. ~'r est pond6r~ s'il existe une applicationp de X~ dans 
l'ensemble des entiers positifs et un entier q tel que A ~ 5r si et seulement si
~A p(i) >~ q; s est pond6r6 homog6ne si ~ est pond6r6 et si pour tout 
A de Se ~2i~ p(i) = q (notion identique ~t celle d'hypergraphe stochastique 
dans [2]). Pour n ~< 5 tousles 616ments ipsoduaux sont pond6r6s homo- 
g6nes. Pour n = 6, les types d'616ments ipsoduaux pleins se r6partissent 
en 8 types pond6r6s homog6nes, 6 types pond6r6s non homog6nes et 9 types 
non pond6r6s. 
Nous construisons maintenant des suites infinies d'616ments ipsoduaux. 
Soient X,  = {1 ..... i,..., n} un ensemble ~t n 616ments et D ,  le treillis 
distributif libre ayant Xn comme ensemble de g6n6rateurs. Nous posons 
pour toutp~>letpour toutn~>pq-2s ip= 1, oun>~p-k3s ip> 1 
x .  ~ = m(xL~ , p,  . ) ,  
avec x~ 1 2 et ~ ~-~ X o+2 ~ Xp+ 2 9 
Ainsi/t toute valeur de p > 1 (= 1), est associ6e une suite x,~ ~ d'616ments 
ipsoduaux, d6finis pour toute valeur de n ~> p -k 3 (~> 3). 
Nous d6taillons ci-dessous les suites obtenues pour les premi6res valeurs 
de p, en donnant l'6quation de r6currence t une description de la famille 
de Sperner ipsotransversale correspondant/t l'616ment xn ~ ipsodual obtenu. 
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Casp  = 1. L '6quat ion r6currentielle est pour n ~ 3: 
xn I = re(x1_1, 1, n), avec  X21 = 2. 
On v6rifie que cette 6quation engendre les families ipsotransversales 
correspondant  aux g6om6tries projectives d6g6n6r6es, compos6es d'une 
droite ~t n - -  1 points et de n - -  1 droites ~ deux points. 
Casp  = 2. L '6quat ion r6currentielle est, pour  n ~> 5: 
x,~ 2 = m(x~_x, 2, n), avec x~ 2 = x~ 1 = re[m(1, 2, 3), 1, 4]. 
La famille de Sperner ~qo correspondant h xn 2 a n -  3 parties h deux 
616ments: 21, 25,..., 2n; 1 part ie ~ 3 616ments: 234 et deux parties ~ n - -  2 
616ments: 135...n, 145...n, d 'o~ I ~~ = n; r2 = n - -  2; r 3 = r4 = 2; rk = 3 
pour  k @ 2, 3, 4. Elle est pond6r6e homog6ne avec P2 = 2n - -  7, P3 = 
P4= 1, pk=2,  pourk@2,3 ,4etq=2n- -5 .  
Casp  = 3. L '6quation r6currentielle est, pour  n /> 6: 
x,~ 3 = m(x~-x , 3, n), avec x~ 3 = x52. 
La famille de Sperner s correspondant ~txn 3, a n - -  5 parties de cardinal  
2: 36, 37 ..... 3n, 4 parties de cardinal  3: 123, 135, 234, 235, 2 part ies de 
cardinal  n - -  3: 126...n, 256...n, 1 partie de cardinal  n - -  2: 145...n; d 'oh 
[.o-q a [=n-7 -2 , r2=5, r  3=n-  1, r a = 2, rk = 4, pour  k =/= 2, 3, 4. 
Casp  = 4. L '6quat ion r6currentielle st, pour  n >~ 6: 
4 
Xn 4 = m(Xn_  1 , 4, n), avec  xe 4 : x6 3. 
La famille de Sperner ~ correspondent ~  xn 4 a n - -  6 parties de cardinal  2: 
47, 48,..., 4n, 2 parties ~t 3 616ments: 234, 346, 4 parties ~t 4 616ments: 1246, 
1345, 2456, 1456, 1 partie de cardinal  n - -  4: 3678...n, 4 parties de cardinal  
n - -  3: 1237...n, 1267...n, 1357...n, 2567...n: d 'oh  [ ~q~ I = n -k 5 et r 4 = n, 
r s= 5, r e = 7, r~ = 6, pour k r 4, 5, 6; etc. 
Donnons encore deux autres 6quations r6currentielles: 
x~=m(xn_ l ,n - -  1, n), avec n~3,  x2= 1. 
La famille de Sperner correspondante a n parties et est pond6r6e homo- 
ghne. 
x,~ = m(x~_ l ,  n --  1, n), avec n ~ 6, x 5 = m[m(1, 2, 3), 4, 5). 
La famille de Sperner correspondante a n q- 2 parties. 
I~L~MENTS IPSODUAUX 175 
Enfin nous donnons une expression m6diane pour les 616ments ipso- 
duaux correspondant aux deux families ipsotransversales suivantes: 
si n = 2p + 1, &z, +~ = {A C X,, : [A I = P + 1); 
si n=2p,  5e2~,~+~={ACX. : IA I=p et lEA ,  ou ]A l=p+l  et 
1 r A}; on note x2~+l,~+a et x2~.~+~ les 616ments correspondants deDn ; de 
plus on note Y~-a l'616ment correspondant ~  la famille ipsotransversale 
~e={ACX~ ~: [A[=p- - le t l~A,  ou[A l=p+let l r  
On v6rifie facilement qu'on a 
X2~+1,~+1 = m(x2~,~+l , X2~_l, ~ , r/), 
oft x2~.~+1 est d6fini sur X2~+1 -- {2p + 1} et X2~-L~ est d6fini sur X2~,+I -- 
(1, 2p + 1}; 
X2~.9+1 : m(x2~-l.a9 , Y2~-1 , n), 
oh x2~-1 et Y2~-1 sont d6finis sur X2~-I --  {2p}. 
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